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MODELACION GEOMETRICA Y GEOMETRIA
ALGEBRAICA

La modelacion geomeétrica utiliza polinomios para construir modelos
por computadora de objetos en disefio y manufactura industrial.

La Geometria algebraica investiga las propiedades algebraicas y
geométricas de sistemas de polinomios. J
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REPRESENTACION MATEMATICA DE CURVAS Y
SUPERFICIES

EXPLICITA

y=3x+1, z=x%>—y?

v

IMPLICITA
x2-y?=0nNnx3-z=0

4

PARAMETRICA
x(t)y=t, y(t) =2, z(t) =3

v
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MODELACION GEOMETRICA DE CURVAS Y
SUPERFICIES

MALLAS GEOMETRICAS
m Parches de Coons (Ford)
m Superficies de Gordon (General Motors)

METODOS DE PUNTOS DE CONTROL
m Interpolacién de Lagrange
m Métodos de Bézier y B-splines (Boeing)

METODOS AVANZADOS
m Subdivisién (Pixar)

v
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CURVAS DE BEZIER

I\ Bi)= (-0 Bin)=1°

POLINOMIOS DE BERNSTEIN
BI(t) == (Mt'(1 — )~ J

DEFINICION PARAMETRICA
n
2= Bt)b;, te[0,1]
i=0

donde by, b, ..., b, son puntos de control en algun espacio afin.
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e
CURVAS DE BEZIER

o(t) = (1 — 1)%bg + 5t(1 — t)*b1+102(1 — 1)3bo+
1083(1 — 1)%b3 + 5t*(1 — t)by + t°bs.

b

bs

by —
b4 q_l
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________________________________________
PRECISION LINEAL DE LAS CURVAS DE BEZIER

PRECISION LINEAL

[0(1 —1)° +3t(1 - )2 +62(1 — 1) + 33| =t

w| =

m A= {O,n,n,...,1}.
m A = [0, 1] es la envolvente convexa de A.

m Los polinomios de Bernstein estan indexados por A y tienen
dominio A.

m Precision lineal significa que ¢(t) es la identidad en A cuando
b= L.

n
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PARCHES DEFINIDOS POR PUNTOS DE CONTROL

Defina A ¢ RY (e.g. d = 2) como un conjunto finito de indices cuya
envolvente convexa se denota A.

[ :={fa: A — Rxo | ac A}, funciones base, tal que, 1 = 3", Ba(x). ]

Dados puntos de control B = {ba | a € A} C R’ (e.g. £ = 3),
obtenemos la funcion

F:A—R  x+— ) Ba(x)ba

La imagen de F es un parche de forma A.

H
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e
PARCHES TORICOS (KRASAUSKAS)

Cualquier politopo A cuyos vértices tienen coordenadas enteras es
descrito a través de desigualdades definidoras de facetas

A:{xeRd|h,-(x)20, i:1,...,r},

donde h;(x) es una forma lineal con coeficientes enteros.

Paracadaa e A:= ANZY, existe una funcion térica de Bézier

Fa(X) = hy (x)M @ py(x)2@) .. g (x)Pr(@)

Seaw = {w, |a € A} C R., las funciones base estan dadas por

Wa3a
ZaeA Wa/3a
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para cada a e A.




N
VARIEDADES TORICAS

El mapeo ¢ : A — R’ es la composicion de un mapa inyectivo a un
espacio proyectivo seguido por una proyeccion lineal.

oA 2, RPA _r, RP*

x —— [Ba(x)]acA] [valac Al —— > ,c4Va(1,ba)
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N
VARIEDADES TORICAS

Denote la imagen 5(A) en RIP’“Z“ como Xx ,, esta es la parte positiva
de una variedad térica.

H
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e
TRIANGULOS DE BEZIER

0,n)

La variedad térica correspondiente es la superficie de Veronese de
grado n. J
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RECTANGULOS DE BEZIER

O,n) (m,n)
s ; .o m-—s
(k,0)
0,0) ! (m,0)
m\ (n sk(m _ S)m_ktl(n— t)n—/
p(s,t)=> ()0 oo by
kl

curvas racionales normales de grados ny m.
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La variedad térica correspondiente es el producto de Segre de dos J
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e
PRECISION LINEAL

MAPEO TAUTOLOGICO

Dado un parche térico (A, w), fijemos b, = a para todal a € A para
obtener la funcién

T A — A, Xl—>Zﬁa(X)a.
acA

PRECISION LINEAL

El parche torico (A, w) tiene precision lineal siy sélo si T es la funcién
identidad.

TEOREMA (G-SOTTILE)

Todo parche térico tiene una Unica reparametrizacion con precision
lineal, dada por el inverso del moment map . : Xa w — A.

v
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N
PRECISION LINEAL RACIONAL

Dado un conjunto finito A c Z9 y un sistema de pesos w € R4, el
polinomio de Laurent P, 4 se define como

Py 4= Z WaXx2, where x? = x{x32 - .- x37.
acA

TEOREMA (G-SOTTILE)
El parche tdrico (A, w) tiene precision lineal racional si y sélo si

1 0 0 0
X'_>PW,A< 8X PwAaXZ8 PWA’”"XdadeW’A>

es un isomorfismo biracional C¢ ——— C9. En este caso, Py, 4 es una
transformacion polar torica de Cremona.

v

H

Luis GARCIA-PUENTE (SHSU) GEOMETRIA DE PARCHES TORICOS INSTITUTO DE MATEMATICAS 15729




________________________________________
PRECISION LINEAL DE SUPERFICIES TORICAS

TEOREMA (GRAF VON BOTHMER-RANESTAD-SOTTILE)

Un polinomio P € C|x, y| define una transformacion polar torica de

Cremona si y solo si es equivalente a una de las siguientes formas
m (x+y+1)" (< triangulo de Bézier)
m(x+1)"(y+1)" (<= rectangulo de Bézier)
B (x+ 1) ((x+1)9+y)" (< parche trapezoidal )
X4y 1 —2(xy +x+Y)

H
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________________________________________
PRECISION LINEAL DE SUPERFICIES TORICAS

TEOREMA (GRAF VON BOTHMER-RANESTAD-SOTTILE)

Un polinomio P € C|x, y] define una transformacion polar torica de

Cremona si y solo si es equivalente a una de las siguientes formas
m (x+y+1)" (< triangulo de Bézier)
m(x+1)"(y+1)" (<= rectangulo de Bézier)
B (x+ 1) ((x+1)9+y)" (< parche trapezoidal )
X4y 1 —2(xy +x+Y)

EQUIVALENTE

Accion de SL(n,Z) en los exponentes de los monomios, multiplicacion
por monomios de Laurent, y multiplicacion de variables por escalares.

.

H
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N
PARCHE TRAPEZOIDAL

Sean n,d > 1 and m > 0 numeros enteros, y fije

A={(i,))|0<j<nand 0<i<m+dn-dj},
que son los puntos con coordenadas enteras en el trapezoide
(0, n), (m,n)
(0,0) (m + dn,0)

Fije pesos wj = (7) (™""~9). Las funciones téricas de Bézier se

i J
definen como

' H
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________________________________________
INYECTIVIDAD DE PARCHES TORICOS

b3
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ORIENTACIONES COMPATIBLES

Sean A and B = {b, | a € A} conjuntos finitos de puntos en R?. J

Suponga que {ao,...,ag} C Ay {ba,,...,ba,} C B son subconjuntos
independientes, entonces cada lista determina una orientacion. J

Los conjuntos A y B son compatibles si cada par de subconjuntos
definen la misma orientacion o la orientacién opuesta.

20 30
10
o 40 40

30 20 ﬁ-l
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ORIENTACIONES COMPATIBLES

Sean A and B = {b, | a € A} conjuntos finitos de puntos en R?. J

Suponga que {ao,...,ag} C Ay {ba,,...,ba,} C B son subconjuntos
independientes, entonces cada lista determina una orientacion. J

definen la misma orientacion o la orientacién opuesta.
20 )O
/ 10
40 40
10\

30 20 ﬁ-l
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Los conjuntos A y B son compatibles si cada par de subconjuntos J
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ORIENTACIONES COMPATIBLES
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ORIENTACIONES COMPATIBLES

Sean A and B = {b, | a € A} conjuntos finitos de puntos en R?. J

Suponga que {ao,...,ag} C Ay {ba,,...,ba,} C B son subconjuntos
independientes, entonces cada lista determina una orientacion. J

Los conjuntos A y B son compatibles si cada par de subconjuntos
definen la misma orientacion o la orientacién opuesta.

20 30

1o
o> 40 40
™ o ‘.
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e
ORIENTACIONES COMPATIBLES

Sean A and B = {b, | a € A} conjuntos finitos de puntos en R?. J

Suponga que {ao,...,ag} C Ay {ba,,...,ba,} C B son subconjuntos
independientes, entonces cada lista determina una orientacion. J

Los conjuntos A y B son compatibles si cada par de subconjuntos
definen la misma orientacion o la orientacién opuesta.

20 20

10 30

10 10
30 40 q’l
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ORIENTACIONES COMPATIBLES

Sean A and B = {b, | a € A} conjuntos finitos de puntos en R?. J

Suponga que {ao,...,ag} C Ay {ba,,...,ba,} C B son subconjuntos
independientes, entonces cada lista determina una orientacion. J

Los conjuntos A y B son compatibles si cada par de subconjuntos
definen la misma orientacion o la orientacién opuesta.

20 20
/ 40 //30
10 10
™3 o ‘.
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ORIENTACIONES COMPATIBLES

Sean A and B = {b, | a € A} conjuntos finitos de puntos en R?. J

Suponga que {ao,...,ag} C Ay {ba,,...,ba,} C B son subconjuntos
independientes, entonces cada lista determina una orientacion. J

Los conjuntos A y B son compatibles si cada par de subconjuntos
definen la misma orientacion o la orientacién opuesta.

20 20
30
10/40 1o<
30 40 ﬁ-I
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ORIENTACIONES COMPATIBLES

Sean A and B = {b, | a € A} conjuntos finitos de puntos en R?. J

Suponga que {ao,...,ag} C Ay {ba,,...,ba,} C B son subconjuntos
independientes, entonces cada lista determina una orientacion. J

Los conjuntos A y B son compatibles si cada par de subconjuntos
definen la misma orientacion o la orientacién opuesta.

20 20

10\ 10

30

__—>1460 /30
™~
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INYECTIVIDAD DE PARCHES TORICOS

Para cada w € R%, sea ¢y, : A — RY el parche torico de forma (A, w)
dado por los puntos de control B ¢ R:

. o >_acA WaPa(X)ba
)= > _ac. Wala(X) .

TEOREMA (CRACIUN-G-SOTTILE)

El mapeo ¢, es inyectivo para cada w € ]R;‘ siy sélo si Ay B son
compatibles.

El caso b, = a para cada a € A es conocido como el Teorema de
Birch, un resultado fundamental en estadistica y en geometria torica.

H
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________________________________________
INYECTIVIDAD DE CURVAS Y SUPERFICIES DE BEZIER

TEOREMA (CRACIUN-G-SOTTILE)

Sean AC RY, w € R4, y B C R" os exponentes, pesos, y puntos de
control de un parche térico. Dada una proyeccion =: R"— — RY tal
que A es compatible con w(B), entonces ¢y : A — R" es inyectiva.

bs
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e
POLIGONOS DE CONTROL

Sea ¢(t) la curva de Bézier dada por

n

=3 (7)f0 -0 tepil

i=0
con puntos de control by, b1, ..., b, en R, El poligono de control es la
union de los segmentos by, by, b1, bo, ..., b,_1,bp.

by

by
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DEFORMACIONES DE CURVAS DE BEZIER

TEOREMA (CRACIUN-G-SOTTILE)

Dados puntos de control en R?, para cualquier e > 0, existen pesos tal

que la curva de Bézier correspondiente se encuentra a distancia e del
poligono de control.
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N
POLITOPOS DE CONTROL

Dado un conjunto de puntos de control en R3, existen muchas
maneras de interpolar usando triangulos para obtener una superficie
lineal por pedazos, llamada politopo de control.

H
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________________________________________
TRIANGULACIONES REGULARES

H
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________________________________________
TRIANGULACIONES IRREGULARES
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POLITOPOS REGULARES DE CONTROL

Fije puntos de control B = {b, | a € A} C R’ indexados por A C RY
con d < /. Dada una triangulacion regular 7 = {A4,..., An} de A,
definimos al politopo regular de control B3(7") como la unién de los
simplejos conv{b, | a € A4;}.

H
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________________________________________
DEFORMACIONES DE SUPERFICIES DE BEZIER

TEOREMA (CRACIUN-G-SOTTILE)

Dados A C RY, w e R4, BC R’ y T unat. r. de A inducida por .
Para cadat > 0, sea p; el parche térico (t*(a) Wa, A), entonces dado

une > 03ty tal que sit > ty, la imagen ¢i(A) esta a distancia e de
B(T).

H
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deformation.mov
Media File (video/quicktime)
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