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En la teoria de Representaciones de Algebras interesa describir todos los
moédulos (espacios vectoriales sobre anillos 0 més generalmente sobre algebras,
en vez de campos) salvo isomorfismos.

Si el algebra estudiada es finita como el caso que nos interesa, tenemos la
importante propiedad de que todo médulo generado por un nimero finito de ele-
mentos se puede escribir como suma finita de modulos inescindibles. Un médulo
es inescindible si ya no puede descomponerse en la suma de dos o més submo-
dulos no triviales. Por esta razén si conocemos todos los médulos inescindibles
de un &lgebra podemos construir todos los médulos sobre esta algebra.

Existen algebras que tienen un ntimero finito de médulos inescindibles no
isomorfos y se llaman algebras de tipo finito. Otras tienen un ntmero infinito
de modulos inescindibles pero estos pueden ser clasificados y reciben el nombre
de algebras mansas. Las que tienen un niimero infinito de médulos inescindibles
y estos no pueden ser clasificados se llaman algebras salvajes.

Sea Z,n» los enteros modulo p”  con p primo, sea C,, := () el grupo ciclico
de orden p. Entonces A :=ZpnCp, = Zf;ol a;z, con a; € Z,», forma el algebra
del grupo ciclico de orden p sobre los enteros modulo p™. A es un algebra mansa.

Los mddulos inescindibles sobre A son p-grupos abelianos finitos y por esta
razén tienen p-bases  conjuntos generadores independientes. Cuando se estu-
dian los modulos sobre un algebra y esta algebra es sobre un campo k, tenemos
la importante propiedad de que el médulo es un espacio vectorial sobre k y por
lo tanto tiene bases y en estas bases se puede estudiar la acciéon del algebra
mediante matrices. Cuando se estudian las 4lgebras sobre un anillo como Z»
no tenemos esta propiedad dada en una forma sencilla.

El estudio de los Z,»Cp-moddulos finitos fué iniciado por G. Szekeres en
1949, en [6]. Szekeres clasifico los A-modulos inescindibles, en médulos cadena
abierta y modulos cadena cerrada. Sin embargo, en esta clasificacion no se tiene
la informacién de como son los médulos sobre el anillo Zp» y menos atin una
p-base, pero si encontrasemos, a partir de las cadenas, la forma de hallar una
p-base entonces podriamos conocer la accién del adlgebra sobre esta p-base en
forma de matrices. Esta fué nuestra motivaciéon para tratar de calcular una
p-base a partir del concepto de cadena.

En esta tesis se demostré por primera vez un teorema donde se describen



p-bases para todos los Z,»Cp-modulos cadena abierta de tipo € = (i,7) (gen-
eradas por un so6lo elemento, o de dimension 1). Este es el caso mas sencillo,
sin embargo, atn en este caso, calcular una p-base puede resultar muy com-
plejo. Ademas modelamos el problema utilizando Algebra Computacional, en
particular, Bases de Grobner. Estas no son bases de un médulo sino un conjunto
generador con propiedades muy importantes de un ideal de polinomios en varias
indeterminadas. A través de las bases de Grébner, obtuvimos un algoritmo para
calcular las p-bases de los médulos en cuestién y ademés nuevas p-bases de estos
modulos no obtenidas en el teorema.

El objetivo general de esta tesis fué iniciar el estudio de las p-bases de los
modulos cadena y también utilizar el &lgebra computacional para modelar este
problema de una forma totalmente nueva. La cual nos permitio resolver el caso
general para cualquier A-moédulo cadena, ver [2].

1 A-modulos cadena

Aqui enunciamos algunos resultados que calculan la Zy»-estructura de los A-
modulos cadena abierta de tipo € = (i,j), y ademés enunciamos un teorema
que muestra explicitamente una p-base de estos modulos.

Szekeres describié a los A-moédulos izquierdos inescindibles por la accion de
dos elementos en A, 7 = 2P ' + P2 + -+ +1y ¢ = x — 1, los cuales
satisfacen las siguientes condiciones: 1) 7 y ¢ son nilpotentes, 2) 7¢ = ¢ = 0,
3)p=n+¢P Lo(¢), donde o(¢) es un polinomio en ¢, con coeficientes enteros
no negativos menores que p, que puede ser calculado por medio de un algoritmo
descrito en la tesis.

Definicién. Decimos que M := %(a) es un A-mddulo cadena abierta de la
forma € = (i, j) si satisface las siguientes condiciones:

1) M = {a), como A-mbdulo,

2) i y j son los minimos enteros no negativos tales que ¢‘a = 0, mia = 0.

Teorema 1. Sea M = € (a) un A-mddulo cadena abierta de la forma € = (i,7),
generado por a. Si ponemos i = t(p — 1) +r tal que 0 < r < p — 1, entonces:

Sip>i M= (i-1)2,&Z,,
sip<i yt=yg MEij—l@TZpt+1@(p*’r71)Zpt7
sip<i yt<j M =27, @®(r — 1)Ly @ (p— 1)Ly

Teorema 2. Sea M = € (a) un A-mddulo cadena abierta de la forma € = (i, 7),
generado por a. Si ponemos i =t(p—1)+r tal que 0 <r < p— 1, entonces:

Sip>i Y ={a,¢a,...,¢" 'a},
sip<i ysit>j Y ={a,¢a,...,¢" a,ma},
sip<i ysit<j Y ={a,¢a,...,¢" a},

es una p-base de M.



i g t r .
Ejemplo. p=3,n=4,% =(9,4),i=4(p—1)+1, p =7+ 2¢> + ¢>. Como
p <iyt>jentonces tenemos que

M =7 ,8® Lps D Lipa,
y ademas que la p-base de M es

Y = {a, ¢a, ma}.

2 p-bases de Grobner

Aqui definimos el concepto de p-base de Grobner asociada a médulos finitos.
Modelamos el problema de calcular una p-base de los Z,~»C),-médulos cadena
abierta de la forma % = (i, j) utilizando este concepto de p-bases de Grébner.

Sea k un campo y k[x] = k[z1, ..., 2y], el anillo de polinomios en n variables.
Los monomios en k[x] son denotados @ = x{1z5? - - - 22" e identificados con las
n-adas @ = (a1, as,...,a,) en N*. Un orden total < en N es un orden monomial

si el vector cero es el Ginico elemento minimal, y @ < b implica a + ¢ < b+ ¢
para todos a,b,c € N*.

Dado un orden monomial <, todo polinomio no cero en k[x] tiene un tnico
monomio inicial, denotado por in-(f). Si I es un ideal en k[x], entonces su
ideal inicial es el ideal monomial in(I) := (in<(f) | f € I).

Un subconjunto finito G C I es una base de Grébner de I con respecto
a < si ing(I) es generado por {in<(g) | g € G}. Es llamada reducida si,
para cualquier par de elementos distintos ¢,¢' € G, ningiin monomio de g’
es divisible por in<(g). La base de Grébner reducida es tnica con respecto al
orden monomial, con la condicién de que todos los polinomios en G sean moénicos.
Ademas a partir de cualquier conjunto generador de I, podemos calcular la base
de Grobner reducida de I a través del algoritmo de Buchberger.

Sea G un p-grupo abeliano finito, y C = {c1,...,¢,} un conjunto generador
de G.
Sea X = {x1,...,z,} el conjunto de n indeterminadas, y sea T el monoide

generado por X.
Definimos al homomorfismo v de la siguiente manera

vy: T = G
Ty — G

Sea 4 la extension natural de 7 a un homomorfismo entre las K-algebras
K[X]y K[G].
El niicleo de 4 es un ideal, el cual denotamos por I¢.

Definiciéon. La base de Grobner asociada a G con respecto a (<, C) es la base
de Grobner reducida, con respecto a <, del ideal I, y la denotamos por G¢ .

El siguiente teorema relaciona esta base de Grébner, Go, con una p-base del
grupo G.



Teorema 3. Sea C = {c1,...,¢,} un conjunto generador del p-grupo abeliano

finito G, y sean ki, ..., ks enteros mayores que 1. Entonces Go tiene la forma
k1 ki1
_ [P D
Go=A{=} —-1,...,z} , -1,
X i—1 , s—1 ,
i n kg n kg
p u\p? p S1\P
o = ([ 2t = (][,
=1 1=1
s n—1
N(s+1) Nn
$s+1—H l,....xn—H 1 l}
=1 =1

si, y solo si,

i—1 s—1
! !
B={c,..., Ci1,Ci — E n;cl Cg — E ny,cr}
1=1 1=1

es una p-base de G.

Definicién. Sea M un p-grupo abeliano finito, y G una base de Grébner asocia-
da a M. Entonces G es una p-base de Grobner de M, si tiene la forma descrita
en el teorema 3.

Sea M = % (a) un A-modulo cadena abierta de la forma € = (4, j), generado
por a. Como consecuencia del teorema 3, para encontrar una p-base de M,
basta encontrar una p-base de Grébner de M visto como p-grupo. Para lo cual
desarrollamos un algoritmo en la tesis, que basicamente consiste en definir el
morfismo v, encontrar el ideal I asociado a M, calcular la base de Grobner
reducida, con respecto a un orden monomial especifico (orden lexicografico), de
1o, y utilizar el teorema 3 para encontrar los elementos de la p-base de M.

A continuaciéon desarrollamos un ejemplo que muestra la p-base obtenida
por el teorema 2 y dos p-bases obtenidas a través de la modelacion algoritmica.

i J t r
Ejemplo. p=5,n=2,% = (7,2),i=1(p— 1)+ 3, p = 7 + 4¢* + 2¢° + 3¢5.
Como p < iyt < j entonces por el teorema 1 tenemos que

M = 3Z,> @ 27y
y ademas por el teorema 2 tenemos que

Sea v el homomorfismo:

— _ _ 46
V(Tl) - a:V(m2) - ¢a7 e 77($7) - ¢ a,
v(zg) = ma
Entonces algunos teoremas técnicos demostrados en la tesis nos dicen que las
relaciones de definicion (los generadores del ideal I;) son
5 4,23 5 4.2 5 4 5
{z] — zgwragwy, vy — xgws, x5 — vy, — 1
5 5 5 5
xp — 1oy — 1,a5 — 1,25 — 1}

)



Por lo tanto la p-base de Grobner asociada a M (obtenida usando el paquete
Macaulay2) es

{23 — 1,25 - 1,25° — 1,25 — 1,22 — 1,
15,20 5.5
e — Ly Ty ,T7 — TeL3zToy,
rg — 3755[%037;037?
A partir de esta p-base de Grobner obtenemos la siguiente p-base de M:

{a,¢a,¢%a, 6’ a, ¢"a}
Si ordenamos las indeterminadas de la siguiente manera
Ty > T - Ty > T4 > Ly > Tz > Ty > X
Obtenemos otra p-base de Grébner asociada a M:

{% — 1,257 — 1,23 — 1,25 — 1,27 — 1,
15,15 ,,20 4,.5,..5
T5 — T8Tz Ty Ty ,Te — T5Tgloly,

T7 — TeTHTH}
A partir de esta p-base de Grobner obtenemos la siguiente p-base de M:

{(1, (lsa: (152017 ¢3(l, 71'&}.
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